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RESUMO
Propomos aqui um modelo gravitacional, com uma mé­
trica Hermiteana. D modelo é construído sobre um fibrado de
referenciais lineares,onde a variedade base é o espaço-tempo de 
Minkouski e o grupo de simetria é o grupo de Poincaré *
As Equações de Einstein-Cartan são derivadas aqui de uma La- 
grangeana unica. A métrica proposta nos mostra a existência de 
um caroço, que elimina a singularidade na origem. Esta aproxi- 
maçao fornece os mesmos resultados para os testes experimen­
tais da Relatividade Geral.
ABSTRACT
A gravitational model , with an Hermitian metric, is 
here proposed. The model is built up on a fibre-bundle of
linear frames, where the base-manifold is Minkowski space­
time and the group of symmetry is the group of Poincare ,
Einstein-Cartan equations are here derived from an unique La- 
grangian. The metric proposed points out the existence of a 
core, which eliminates the singularity at the origin. This
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I N T R O D U Ç Ã O
A idéia de introduzir uma métrica não simétrica em Teo-
. . 1
n a  da Relatividade Geral ocorreu a Albert Einstein em 1945.
Como uma generalização natural do caso simétrico, Einstein su­
pôs, a princípio, que esta métrica não simétrica deveria ser
2Hermiteana. Em 1946, juntamente com E.G.Strauss , e devido a 
uma sugestão de U.Pauli, ele abandonou esta exigencia de Her- 
mi ticidade.
Baseado entao na existencia de uma métrica nao simétrica, 
3Papapetrou , em 1948, procurou para as equações de campo, uma 
solução estática e esféricamente simétrica.
Nosso trabalho fundamenta-se no de J.üJ.Moffat que, em 
1979, retomou a idéia de métrica Hermiteana em gravitaçao. Po­
rém, procuramos dar uma formulação geométrica mais completa.
No Capítulo I descrevemos os aspectos geométricos da teo­
ria, com o uso de espaços fibrados e Teoria de Grupos. A varie- 
dade-base usada é o espaço de Minkowski e o Grupo de Poincaré 
é tomado como grupo de simetria. Usando a Equação de 
Yang-Mills obtivemos uma equação similar ã Equação de Yang da 
Relatividade Geral(RG) e também uma equação que relaciona * a 
variação da torção com as funções de campo.
No Capítulo II, com o uso de uma densidade de Lagrangea- 
na similar à da Relatividade Geral, obtivemos uma equação de 
campo, semelhante ã Equação de Einstein da RG e também a equa-
Ç0D de Cartan pora a torçao. Fizemoa entao uma mudança de co­
nexão, conservando o transporte paralelo, com a finalidade de 
eliminar a torção e obtivemos a Equação de Einstein da Relati­
vidade Geral.
No Capítulo III, fazendo uso do princípio variacional,es­
tudamos as leis de conservação da teoria.
Finalmente, no Capítulo IV, analisamos a solução das 
Equações de Campo, anteriormente proposta por Papapetrou. Como 
Moffat, fizemos uma mudança na constante do termo não simétri­
co com a finalidade de tornar a métrica Hermiteana, e entao 
analisamos os tres testes da Relatividade Geral, i.e.,o "Red 
Shift", o desvio do perihélio do Planeta Mercúrio e o desvio 
da trajetória de um raio luminoso, no campo gr^vitacional do 
Sol .
2
C A P Í T U L O  I
ASPECTOS GEOMÉTRICOS
1.1 TENSOR MÉTRICO ASSIMÉTRICO
A formulação geométrica, aqui utilizada, é desenvolvida
em um espaço fibrado , dos referenciais lineares. Este fi-
brado tem como variedade-base o espaço-tempo de Minkouski M,
e por Grupo G o grupo de Poincaré, Ô O  (ò >1) <bT^ * Aqui SOl£>#i) é
o grupo de Lorentz e TT é □ grupo das translações. G grupo
■
G sera entao considerado como grupo de simetria. Inicialmen- 
te teceremos algumas considerações sobre o tensor métrico ,de­
finido no espaço-tempo.M .
0 tensor métrico g pode ser representado em uma base 
holonoma | d)c definida em M, mediante
Se considerarmos que suas componentes  ^ sao complexas e 
não simétricas poderemos escrever
Duv j (1 .1 .2)
onde
Q - . l i  \ ~ (1.1.3)
<V.o) ~ ~
4e a parte simétrica e
2 ^ u v  c M tiv  ~
é a parte anti-simétrica de ^
Assim resulta que
2. — C OL
(1.1.5)
onde í>uv e <XUV sao reais. Portanto, teremos
(1 .1 .6)
^  3 {S kJLV + K a Uu) U)C.a ®
na base coordenada de (1 .1 .1)
As componentes complexas do tensor g satisfazem aqui 
a uma condição de simetria (simetria Hermiteana) que consti­
tui a generalizaçao natural do caso simétrico da RG:
(1.1.7)iv^ ,
onde g* é o conjugado Hermiteano de g. Sob tal condição a ma­
triz que representa o tensor g tem traço real.
No espaço-tempo k - dimensional -j 2. ò. A) » a ma~
triz representativa de g é
%uv
5II f i <X(£ * ta,à
6i2 ' Ca.2 Szz + L ^ 23
S‘ò ' *■ Ulò s'2-3 '1 °-a3 S2>t4 ♦ *•
- - t S5<* " CaòA
As componentes contravariantes sao definidas a
partir de pela relação
(I .1 .B)
onde a ordem dos índices na operaçao de contraçao deve ser 
m a n t id a .
Em um caso geral o determinante det e a signatu-
ra de g e Brbitraria. Admitiremos aqui que tal signatura as­
sume os valores
6  . I 2 ,
(1.1.9)
para haver coerência com a Teoria da Relatividade.
Dbservaçao: Quando tratamos com bases nao holonomas,j j
tensor métrico é escrito em funçao de tetradas ^  » sendo
que a lei de mudança de base é
^  ~ ^  j (I.1 .1D)
onde os ^satisfazem à condição
Para tais bases
L , c v 1 * c e> ,
onde c s a o  os coeficientes de não holonumia da própria ba*
s e
Se tomarmos a base ortonormal M  de | teremos
C° U' - ^  oi SÍX* ,u  (1 .1 .12)
e assim
$ * % ^   ^= ^ L ju- ) jJu' d g ) j
1 '  Vu. o L S ) ®  a*P) , (1.1.13)
onde saD as componentes de g em uma base ortonormal.
Como os elementos da base são agora ( dx?) e (A* <J^) »
o tensor métrico se escreve na base ortonormal como
6Assim suas componentes, em uma base nao holonoma, sao dadas por
1.2 FORMA-COHEXÃO
Uma forma-conexão P  e aqui, uma 1- forma,a valoras na alge- 
bra do grupo de Lorentz óo (5,1 ) , cujos geradores sao ^  ^ .
Esta forma, quando escrita na base holonoma jclx/^de M
fica : ^
r = ' U b P %  Jx*. (1 .2 .1 )
Neste caso os índices latinos, a,b,c... são usados co­
mo índices de álgebra e os índices gregos  ^p .çj* etc. são
índices de espaço -tempo.
Em qualquer base a derivada cavariante do tensor métri­
co g, em relaçao à forma-conexao p  , é nula, isto é:
f  - C  . (1.2.2)
No caso da base não holonoma | d e  (1.1.12) temos
c - Plp ^  . (1.2.3)
Porem
logo
“U p  -  co\
7ou ainda
€ >i 13 6 ^ X ^  ^  •
Fazendo as permutações entre os índices \ t ot , jí obtemos:
p ~ ô.* x ' x P " ° > (1.2.4)
(1.2.5)
** <^x * - c J (1.2.6 )
Mediante a soma algébrica, das expressões acima
 ^X  . 2, • 5 ) — t X.. 2 . £> ) J ; temos que
"* T*<* *(& * ~ - c. (1.2.7)
ponentes
Em uma base nao holonoma o tensor de torção tem as com- 
7
t "  =  r \  ~  r -“  1 tfâ 1 Btf +  c ' ÍB. • (1 .2 .8 )
No caso de torção nula resulta
c *  - v u
ou ainda 1 1
(2> ^ ^ ~ * (J ^  > (1.2.9)
i.e. os coeficientes de nao holonomia da base sao dados pela 
não simetria dos ^ ^  . Para a expressão (1.2.7) teremos en­
tão
6 a * e n « r i-i (1 .2 .10)
e podemos concluir que as componentes da conexão métrica f"1 ,
em uma base nao holonoma, sao dadas por:
= ^ ie>^ p  ■*■ ^  ~ *(â V*'* Cj,P> T CA"*(a* C 1 * 2 • 11 ^
Os coeficientes de não holonomia satisfazem às condi­
ções:
BC ps1 - - £*«*0 > (1 .2 .12)
^ (1.2.13)
Em uma base holonoma os coeficientes , são nu-p v
los e os elementos da base são 0^  , resultando que
i \  V - 1 (n ^ - \ (1.2.14)
&">• - J - « e ^ J
E ainda , como
P 4 - r
1 pv» ** 1  h p r  )
teremos finalmente
(1.2.15)
p  *•* = í  y*A  V  ’ ^  V ' ^  U * >
(1.2.16)
Voltando agora as componentes com índices de a 1 -
gebra de grupo^ vemos que estas sao assimétricas em relação 
aos índices b e
As componentes de qualquer forma, a valores na ãlgebra 
de um grupo G, podem ser escritas totalmente com índices de 
espaço- tempo . Isto é feito mediante um isomorfismo local, a- 
través de tetradas 4^* , onde
^ sti± . (1.2.17)^ - (rT ' 
ctxT
o que expressa uma transformagao de coordenadas. A rigor é 
feita uma realizaçao da ãlgebra do grupo, no espaço tangente 
ao espa ço-tempo.
D espaço-tempo , aqui considerado,é não Riemanniano, mas 
mesmo assim podemos fazer a seguinte trivia 1ização.
y (I.2.1B)
mediante uma escolha adequada de base. Isto permite escrever 
as componentes da forma-conexão p  com índices apenas de es-
9paço-tempo
r %  -p, r u b<> , d . 2 . 1 9 )
ou, usando a trivia1ização (I.2.1B), resulta
n *1 - ^ k n «-* fty “ a 6 ' fc> í' •
Em face de (1.2.16) temos
^  V|i ^  í  ^  fyh* r cV ‘frí*p) ;
mas, calcula ndo para o conjugado Hermiteano
concluímos que
•r*“?» = r ^ ' . d . 2 .20)
Fica assim estabelecido que as componentes de f1 também 
possuem simetria Hermiteana para as dois últi m.o s índices.
1.3. FORMA - CURVATURA8 ’9
A forma-curvatura F e uma 2 - forma, que aqui será es­
crita a valores na álgebra do grupo de Lorentz. Os geradores
desta álgebra satisfazem às seguintes regras de comutação:
Esta forma é definida como sendo
P r d p p » cip t P a n y d . 3.2 )
porém como F é uma 2-forma temos:
t ~ í  í<x (1.3.3 )
Ainda, por (1.2.1)
b
■r - 1  r ‘ ‘/' '•«“ ide modo que 7
10
^  5 V r  feyU. olx,^  A d x A ^
e anti-simetrizando
dr =í  / A ^ V - (I .3.k)
Ainda
l> j, O.PAI« =. ç  1 *  r ^ ^ P V v  J P » * ;
e, fazendo a anti-simetrizaçao
r A n  r x  (fJ \t - í ?uk) f V  -
PAP-- i  L / « k . /cd J p v  rcu , ^ - ^ ' ’ >
r*p = -i (/0t r V r a r < - / . é r V
+  íab r^i.) d«.* A d*.“’ ,
T'AI' JJ>(P‘V P ° M  - T'«k) *%*■*«*■’ . d . 3 . 5 )
Substituindo os resutlados obtidos nas Equações ( I . 3 . *+) e (I.
3.5) na Equaçao (1.3.2) temos que
F  = j  ^ b ( a . r V - V r °i>- ♦ « * V P ^  - P ^ V ) « ^ *  (1 .3 .6)
Comparando a Equaçao (1.3.3) com a (1.3.5), obtemos a seguin­
te expressão:
r a a. . r (1.3.7)
l- v < » » < ^ - 3 » r ‘b. * r % . r ' b . -  r « f V j
o que expressa as componentes da forma F, em uma base holonoma,
1.4 - IDENTIDADES DE BIANCHI
Dada uma forma-conexão P , a valores na ãlgebra de um 
grupo G, sua forma - curvatura F tem derivada c o v a r i a n t e  nu-
11
la9
cLF + ®  j (I.íf.l)
o que expressa as identidades de Bianchi, 
Empregando a equação (1.3.3) temos:
x  Ô(X r  d x .  A d x U A d K
e anti-simetrizando ^
^  ^  ~ £ (fu F F b^ \ + dv F^A^a ] d*,xAcU*S\ d,;** # ( I . 4 . 2 )
Calculando agora o comutador
= â 1- (fa** >
j bmas, devido às regras de comutação (1.3.1) dos geradores yq<*
obtemos
E p . F] - x (rjj* - yj^^r ^  . y)bd ^  ) P -bk f ^ m , ^
* ^ V « *  F V .
— ^  ^ A ^ b .  \^> ) ^*-A A d */4 A dx-v>^
E ^ ’^ J S Tj' jf* fc( P <c>,T;ck/n. 4 r a F b M ,-r'k> F t A..-rtAFÍ/i,.)d ^ A d x “A'*‘V;
Ir.Fj* i  ^  (P ‘^ x F V v
A n t i -simetrizando resulta
L p ' fJ = i ' t b F V *  - r \ , F \ M  +.
’ rt„ f W  - r \ „  f % x^  +
^  F b v x ~ F \  „*) A d ^ A d x 11, (I.ít.3)
Substituindo as expressões(I . A . 2 ) e (1.4.3) em (1.4.1) 
ficamos com
12
<Q (/L C?* F fc>,U\5 * r ex - r toJS t "cmv ■#•
♦ ^ > F W  * n % v P - P c^ F Uc V . *
H ô/*- F b n  -* F ^ ^ b n -  F “~t ^  cXkx A d i ^ A a ^  - o /  1 •4 •4 *
g ü , em componentes
3 r a, p Cv r; ^  p c r: q.
h ioyUV * ' C\ C-J*V -f*
4 ôv f UL p 0* f c r c r^*  ^ bX)ui t i cv bA A4- " * fcs v * -+
+ a .  P a  n : c  nc  f ( 1 . 4 . 5 )+ à y . ► b v X 4 i f bv> - p  ^  ^ C) ^
Considerando um operador V tal que:
F b ^ v _ F u v>MV *  r %  * F ‘ b ^  _ p c bx F *  ( 1 . 4 . 6 )
observamos uma expressão para a derivada covariante de p UbAA.u t
em relaçao aos índices de ãlgebra do grupo G^.
Assim a Equação (1.4.5) fica
\l P ° u  + X? F v? £ ^  ( 1 . 4 . 7 )v* t Vv b x^ u. t F b n>> = o .
Porém, o operador de derivada covariante total 7 é
F V v  - ^  f V .  ♦ ^ f V  - r'b x F ^ ^  -
pc C £X. p»e pt (1.4.8)
—  ' b«v “ ' b jUc •
No entanto, em (I.4.B) os termos
P V x  F \ t v dlcX A <**•* A d ^
n c
^  a  byu.C A cAx.u  A
sao nulos, pois nao existem simetrias definidas para os pro­
dutos acima. Em p1 temos índices de mesmá natureza ou(v>),
e no caso geral, que estamos considerando, a forma-conexao é 
sassimétrica, portanto podemos concluir que:
9)
Assim a Equação (1.4.7) fica
13
<OkKS) +• + V  , (I.^.IO)
o que estabelece as identidades de Bianchi para as componentes 
da forma-curvatura F.
1.5 - TENSOR DE CURVATURA CONTRAÍDO
A expressão para as componentes do Tensor de Curvatura , 
segundo a Equação (1.3.7) b
f=V = t r v  r\ ,  - r c,
Para obtermos a expressão para as componentes do Tensor 
de Curvatura Contraído, teremos antes que escrever as compo­
nentes da Forma-Curvatura totalmente com índices de espaço- 
tempo (índices gregos), mediante um isomorfismo feito através 
das tetradas -A • Usando a trivialização definida em (1.2. 
1B ) ficamos com
*** ^  f V ,  =  ^ í > bpC í> ,rb A .êr P \ 0+ r ^ r k v - í " : , P cb>,)/
ou
f V »  =• ^ r V  - v  rV  t P V  >• V  - pi.- r V  • (1 •5 •1 >
Como os índices de álgebra do grupo de Lorentz 
e os índices de espaço-tempo possuem a mesma variação, o índi­
ce mudo c será trocado por cr , i.e.
F V ' ,= p p..- . (1 - 5 - 2 )
Fazendo agora a contração ^ » v> obtemos
V *  o. r V -  ^  r ^ ,  ( 1 ‘5 ’3 ’
o que nos dá as componentes do tensor de curvatura contraído. 
No caso de métrica simátrica estas se reduzem às componentes
Ik
do tensor de Ricci.
1.6 - EQUACÂ0 DE YANG-MILLS
No caso sem fontes, as equações de Yang-Mills vêm das
• ' X 3identidades de Bianchi, porém escritas para o dual de F :
(1 .6 .1 )
Aplicando o operador x'i‘ em (1 .6 .1 ) encontramos.
* X <L« F LP , *  F.1 =
ou
Ô F  t L P , * f _] = o   ^ (1 .6 .2 )
pois, para uma 2-forma, considerando a signatura da métrica
como « *  2 , temos que
6 F  »  r t 'a c i *  P  , ( 1 . 6.3  )
Porém
F n 4 ^  rf  ^r ^  A j P ( I . 6 . A )
T~~ fa fcyuo ci*. Ad*r
4 * S i  í; t b 3»'.'r?  (I-6 -5 >
logo, como F é uma 3-forma e c o m o
convencionamos s = ± Z ) resulta que (vide Apendice A)
e finalmente ^ 5 '
Í F - ^  ^ b ^ t ) J d,(X.6.6 )
Para calcular o comutador [n, * F.] devemos empregar
15
* F -  ^  -f* F ^ v t*lf
Neste caso
[p,*f] . ££-[ C ,  tf] r \ , F ^  e ~>rf a*»A . „ j w
mas, fazendo uso da expressão (1 .3 .1), ficamos com
d' o-
^1 fcxc.) ^  b >  F Cd j U v  è - ^ o - f  A  d * 5- A d x f  ^
Q-[p,«p] p % x p -
D \ « p ]  » J 5 L  /J" (. r \ x f c trv .
4
  P  ^  v- CX. \ C
• b x  F C lkv j c  c->bv;c ir^  d /  A dx1 A<*X? (1.6.7)
Porém, vide Apendice A,
* x L r \ * FJ = * L n , * <\]
entao
» " U V f] £ ?  f c ■
41 b
- r\,x F - —  *) ti<rftdXS)
* a lP, *fJ -- £jj! ^  {r-c> F - b ^ .
- r ‘bx F - c -») [_2 U j ^ 6 t _ áj  ^ y )  * Xj _
« H p  ,*fJ = £ p  ^  f ^ ^ - p ^ / ^  F -  i-
- 1’ % ^  P “ b ^  + r V < i F , = * ’S ( i . i . s ]
Substituindo (1 .6 .6 ) e (1 .6 .8) em (1 .6 .2) obtemos:
' Ç  f -1* 5'1- r v .  w ^ 1 f % ^ ) ]
- [ ; y  w ^  f- - m ) + P V ^ i  F % A S ) - P l r U ^ F - “ s > K « O .
Fazendo \j-^  F b t , o que representa uma densida­
de tensorial, temos que
-3 i b { u ’v / V %  rt„ / % ,0) -
Trocando v por ^  encontramos:
t vaM f b *i - r\M - o,
OU
f*b *“ b “ s* p V  “* - r v  ■*“;
ou ainda, como já foi visto na seçao 1 .4 ,
( R  V  c U ! . O  ,
logo
/ C “b 1 * *  • (1.6.10)
Mas, pela (1.4.9) temos
\ V Í " b ^ s . o ( (1.6.11)
ou ainda
» “T b M , o .  (1.6.12)
Passando os índices o. e b para índices de espaço-tempo, me­
diante tetradas, em uma base onde = ó ^  , resulta para a
(1.6.12)
. oi i> jo. p.
O o* O p  ' J  s: O ^
O U
^  = 0  , (1.6.13)
Se P  for uma conexão de Levi-Civita, a forma ^  se redu­
zirá ao tensor de Riemann R. Utilizando a convenção
31? n T T 7 (1.6.14)
pb* * ^ p h *  ,
16
teremos para a (1.6.13)
►
^  - o (1.6.15)
10
17
Fazendo algumas manipulações algébricas encontramos
O  -*• u.
A  D u.v O
AA. rf , .^V
P U S, - ^  ^ = O . (1.6.16)
Mas, pelas identidades de Bianchi (I.A.10), temos
V  ^  T> V vT v rf; p -r  ^^   ^* o ^
[ue resulta
Assim a (1.6.16) torna-se
T?"* í t> ° ~> v x
*■* f * M  j = ^ « S v ^ p  - ^ ^ v ; , ) = o ,
0 u
■ * %  -- <j,J U ”, ,, - s ; , v )
/
isto e
3C* a ^  Íoí . r, 0 v
^  ^  ^ ' ''^(S ; * ) = (1.6.17)
e podemos concluir que
^ S * ; j 3 ■* = o .  (1 .6 . 18)
. . .  11Estas sao as equações gravitacionais de Yang . Aqui elas apa­
recem como decorrência do caso particular de supormos uma co-
(V , •
nexao Riemanniana.
Uma solução particular para as Equações de Yang é




R j ,  . O  , (1 .6 .20)
que são as Equações Gravitacionais de Einstein, no caso serp
fontes. A (1.6.13) permite obter, de maneira análoga, as equa- 
ÇÕes  « O ,  (1.6.21 )
que generalizam as equações de Yang#poís as componentes 
nao soo simétricas.
1.7. FORMA - TORÇÃO
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A torção da conexão f1 é definida como sendo a deri-




A forma torçao é uma 2- forma ^ aqui considerada a valo­
res de álgebra do grupo das translações TL • A forma-solder á 
uma 1- forma, que pode ser expressa na base y a valores
na mesma álgebra do grupo > mediante
S  * (1.7.2)
Consideraremos aqui o grupo de P o i n c a r á ^ O ^ à i ^ o T ^  on­
de o grupo de Lorentz é usado pafa a forma conexão P  e o
grupo das Translações para a forma "solder" S. Os geradores 
da álgebra do grupo de Poincaré satisfazem às regras de comu­
tação
L/.b , 1 “ j= i
[.Xa , X bJ 5  o j (e., b * l.e.3,1*) (1.7.A)
r j> b _ _ . , (1.7.5)
L / c  , 1 .] = 1  (,v|b , I*. - ^ T . b ) .
Como T  ó uma 2-forma^a valores na álgebra do Grupo 7^ , 
podemos escreve-la como
* * X  XcX A (1.7.6)
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mas, pela definição (1 .7 .1 ), temos
T” - ^ S + r A S ^ S A f ♦ S A ò . (17 7 )
Usando a representação dada em (1.7.2) podemos escrever
3 V c / j t^
e anti-simetrizando encontramos
( I . 7 . B )
Z ■ 4 v a-
Ainda, em face de (1.2.1),
fc>I '
Oü
P A ô  s ^  Te 6 cv
e anti-simetrizando a expressão acima temos
= i I c  S Cv ei**J
r A i  = i  LfJ°. i j  S ‘„ -.•‘AC.-..
Porém, em face de (1.7.5),
P A - 3 -  ^  C ' ’jat •t b ) P^byLc & CV «^ x-^  A c*xV }
n ^ ^ U _  s %  - I. s ‘„) t
T A S  - 1 r % ^  s \  . <1-7-9 )
Ainda
S A  p = U c  d>c -  ) A { ^  r \ v d ^ )  }
* P * X c P °X>v ^  C/U- /\ ei *y
e anti-simetrizando ^
^  ^o) I b i7 c*>cu A cAxV
S M ^  = V
A c  ^ o - )  P  ^ >CA  A ° *K
S A P  =  P  P  S CA  -  I o .  P ^ c v  S % )  d * >  A  d x ^
S Av n ^ 1 Xc  ^ c,c^  cíkv% (1.7.10)
Quanto ao termo S A S  temos que
=■ ^ yLC OÍ X.4^ ) A ^ X b CA>CV) ^
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Pu 
5 A s - I^xto sbv A
o qual, mediante a anti-simetrizaçao
x ' ^
resulta, em face de (1 .7 .4 ),
S ã s  = O  • (1 .7 .11)
Levando as relações obtidas (I.7 .B), (1.7.9), (1 .7 .10) e
(1.7.11) em (1.7.7) ficamos com
t - r \ „  s % )
Entao, comparando (1.7.12) com (1.7.6), em componentes,
teremos
r \ t = s “, - ^ r v  - f'c» . d . 7 . 1 3 )
Se escolhermos uma base onde as componentes de S sao
5 A  = «*%-, (1.7.14)
teremos
- r %  j \  - r “ v a-
ou , ~ 7
, d . 7 . 1 5 )
/ / , ^
o que e valido para bases holonomas.
Transformando os índices da álgebra de grupo para índi­
ces de espaço-tempo, por meio de tetradas, temos
f í <  - p U  j ^
^  CXs ' /AV — ^  * V/A * CA I yiAr\> y
OU v
T»* P -1 (1.7.16)I yUV - * ~ J
que são as componentes da torção no espaço-tempc , em bases ho­
lonomas .
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I- 8 EQUAÇÃO DE YANG - MILLS PARA Q GRUPO DE POINCARF13
Seja Y uma conexão linear, definida no fibrado ? , dada
pela soma de duas conexões lineares:
P+ S , (1 .8.1)
A q u i V  e a valores na algebra do grupo de Poincaré 5  0 3^ ,1) 
sendo que a forma-conexao P e a valores na algebra do grupo 
de Lorentz e a forma " solder1 S e a valores na algebra
do grupo das Translações.
A curvatura C, da conexão V , e dada por
C  = v/ = d v  + v A V , (I.B.2)
C a. Cd  P-tds) + Cn * s ' )  A(p  t  a )  ^
CE — cCH-fClS ir P \ P  \ ò  ^
c = QdtP + P\P) + CdS £>AS) (1 .8 .3)
o que resulta, em face das Equações (1.3.2) e (1.7.7),
C  = F ^ T ; (1.8.4)
e x p r e s s a n d o  a " c u r v a t u r a  total P. Em t e o r i B S  de Gauge P e S  
são p o t e n c i a i s ,  F e T  são c a mp os  e C  e um camp o total.
As Equações de Yang-Mills para ^  ficam
Ó C  4* LV, * C 3 - o  , (I . B . 5 )
ou seja
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<í>C.P + T ) -*• *'A L r* + S , * (.f + t )] =0
ÓP * ÒT + ,
<ÕF -  <5T  -V * ' A L r i * F ]  * * ■ [  P , * t ]  + *■•*• [ s , - *  p j  ♦ * x [ s , * t ] .
Desdobrando esta expressão, segundo a álgebra de cada 
ficamos com duas equações:
<5 P t *^A 1.P Fj = 0
para o setor Lorentz e
óT * A Lp,* TJ + *x l> ,* F_)* ^  L>. * "0 = o J
para o setor das Translações
A Equaçao (I.B.7) foi escrita em componentes na 
(1 .6) do presente capítulo.
Para escrever a (I.B.B) em componentes devemos
que
? * i* rV
F = i
^  -- -^ a. ^  Jj.
e
T-- i  I .  T ^ v
Como "T e uma 2- forma
<ST = -fc^dl *T ■= * <*■* T )
e assim
* T ^  Ttv » « ' » V ,
C U T  =  T * * , ,  )  t ' " ’ * ?  A  a U f  t





s e ç a o 
lembrar
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61 -- £ 
2
Ainda
= L fj” r % x =.,» , £ Ç  Xt TV p  e~
A '
l r , »TJ ££ L ^  , i e ] r%sX r ‘A( =.«.» * o«.« a ^e.
Pela Equaçao (1.7.5) temos
L f \ * r J  = £ ^ _  - ^ x 1’)
Lr , *-Q = ££  Xa_ r \ x T ‘uv t “V f -».* a<w* a J>fj
mas, conforme o Apendice A,
* x L v ,*t ] « *
entao
» • ■ H p , . t 3 . ^  ^  x .  r ^ r * * *
* U r , * T j ,  (i.B.io)
C a l c u l o  d o  t e r m o  ^ ' x  L ô  > ^  ^  J  "
* F " £f - t* F ^ v dUff A c U ^
Í.S , A F] ^ [ic S*; ) ±j£ ^  £**«■{ <**5 A dK?J ,
LS ' * F 3 = - ^ bo I'o0 P<^ fc>>J-v ^ UVo-p dx'r\cix^
L S / * p ] = - Ç l a  S %  F % / * v  t ^ W p dx> A, otoc® A
porém, o comutador [_£> y-* Pj é uma 3- forma, logo (ver Apên­
dice A )
* AL s , * p ] “ * Ls, * p],
e assim
■»-1 [ S ,* F] ,_ >Hj S ‘ x t A „rp Ê''F S d.,^
Ls <* FJ a ^  X,». S%. ) d*.. , (1.6.11)
Cálculo do termo * * Ls i *
U , * t ] = s“>. x ^ t V v £UVt p
|s.«Tj. t f ?  [!„,!,] ^ T ‘w  £ “%  
maa^por (I . 7 . 4 ) j t emos que
L s ,*t 3 - o ;
e portanto
* x í±, * t J  . d ,
Levando os resultados obtidos (I.B.9), (I.B.1D ) , C
e (I.B.12) para a (I.B.B) encontramos
^  ^  + r v  T * 5^  ♦






^  F % * S  =. (Ic_ )
+  r ~ ^  = 0 ( (I
O U
' o JJ- C









. 8 . 1L )
.8.15)
. B . 16)
.8.17)
.8.18)
( I . 8 . 19)
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temos que
•3 J ç, c O  4
Considerando agora uma base onde
(1.8.20)
S V  - (I.B.21)
ficamos com
= ° , (I.B.22)
ÜU f/** (I.B.23)^  /c =■ O .
Fazendo uso de te tradas , para passar o índice de algebra a^ 
para índice de espaço-tempo , obtemos
ou
E * ‘  ^>*•
f*/** ’ A*- ■= O
' (I.B.26)
o que resulta
r  •* sr* tas O  »
Quando a conexão P  e uma conexão de Levi-Civit.a, F se 
reduz ao tensor de Riemann, e assim
« o  y





A forma-curvatura F, da conexão p  , já considerada no 
capitulo anterior, e uma 2- forma a valores na algebra do gru­
po G de simetria e é expressa por
F" = - y  b  F t  . , <*KU A Uxf ( I I . 1 . 1 )*z (Jo* à>^uv j
em uma base holonoma do espaço-tempo.
D ^ ~ ✓
Em (II.1.1) sao os geradores da álgebra de G. As compo­
nentes F ^  podem ser escritas totalmente com índices de es-
paço-tempo, desde que consideremos um isomorfismo realizado pe­
las tetradas :
^ V - ^ CL ^  F t> /UL\> J (II.1.2)
o que equivale a projetar F no espaço-tempo. 0 procedimento
acima e ainda válido quando consideramos bases nap holono­
ma s 1 •
A partir de (II.1 .2 ) podemos obter as componentes F (M, 
do "tensor de curvatura contraído",
C P ^  p * p  ^  p 0" 'ri & p ** ( I I I  3)pâ/4. - ' /»/*■! / * 1 <J>c pw “ o-*' 1 )
sendo a contração feita para o primeiro e quarto índices de
rr^ 21£/tv , c. e . , U  « V
Construiremos uma Langrangeana de maneira similar à 
da Relatividade Geral, porém, lembrando que agora a métrica do
espaço-tempo nao e simétrica e nao sao componentee» do ten­
sor de Riemann, pois P  nao é uma conexão de Levi-Civita.
Assim lr^ não são componentes do tensor de Ricci.
0 formalismo aqui descrito englobará a torça o, como ve­
remos adiante.
Tomaremos como densidade de Lagrangeana a forma
Cr) +  k a i . i . k )
onde 1^ é a constante de Einstein da RG e sao as componejn
tes do tensor energia-momentum,Hermiteanas , a sua parte real se 
ria o tensor energia-momentum usual em RG e a parte imaginária 
deverá ter uma posterior interpretação. Em ( 11 . 1 . 4 ) ^  é uma
densidade tensorial,
f  ^  (II. 1.5)
s e n d o  cl o d e t e r m i n a n t e  d a  m a t r i z  r e p r e s e n t a t i v a  d o  t e n s o r  m é t r i .
co .
Com (II.1 .A) podemos construir a açao
A  = / r v ^ + k d l . i .6)
cuja condição extremai c$A=.0 resulta em
J è l d A x. = Fu ^ r ) +  w Í f u v cí^ u v c?) d \ -
( (III
+  k <5 E uy a V  - o
iuPorem,
lA'v á £ .v d? x. <* O  
AXV \
7)
(II . 1. 8)
Com estes resultados a (II.1.7) fica
J [F,.(W 1 1. e „ ]  r ” )«5?“ ' *
. | O j ,  - U f  w ) . . * - r p.)i ^ *
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]s
+ k / 9 ^  ò Emv — o y
onde cada integral deve se anular separadamente.
A primeira integral de (II.1.10) é
( I I . 1 . 1 0 )
f f  JO v o V ' ) *  - i - r
porém, como é uma variaçao arbitrária e f o , obtemos
 ^P) - L  F{n) ~ k ê/u) . (1 1 .1.12 )
Trata-se de uma equaçao similar à de Einstein da Relatividade 
Geral, onde F = é □ "escalar de curvatura", l/ale lem­
brar que Fm Lp )b & juv nao sao simétriccs. Quando P é uma cone­
xão de Levi-Civita e a(II.1.12) recai nas equa­
ções de Einstein da R.G. com ^  (tensor de Ricci).
Para analisar a segunda integral de (II.1.10) conside­
remos o seguinte :
Dados dois tensores A e B, de componentes A * ’*... e
B ..., entao
A "  )(b  )^dV_- íf. - a Pd a " .. J *
onde
n* = £  ( r ^  * r d d j -  d i . i . i M
Com isto a segunda integral de (II.1.10) fica
JíT* + S ^ t r V  -- oJ
J {t -+ â r ] j ' [-V“V r« 8 ^ J á +
+ ^ ^  - r^v) á = o ,
ou entao
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+  A r ' ’ - o  (II . 1 . 15)
Separando convenientemente este resultado encontramos
>• , , (II. 1.16)
+ - r p ]  - - r w^]| ó p *1^  ocv = o,
e considerando agora a segunda integral de (II.2.16) temos
<1 ^  pC^ p] * Y *  ■ r lp ] + V ” " r = ° * ( 11 • 1 • 17 )
De acordo com (1.7.16) observamos que
nr * - ~ v**1 UM MV }
sao as componentes da torção , escritas numa base holonoma.
Assim obtemos de (II.2.17) uma relaçao algébrica para 
as componentes da torção
O u
+  ~ ó " v To.a ^  - °
conhecidas como equações de C a r t ^ n ^  .
(II.1.18)
Estas nao sao equações dinamicas para a torção, portanto 
nao especificam a propagaçao da torção como um campo.
Considerando a primeira integral de (II.1.16) temos que
/l(f  p,f ’ rPp)Jrl* - (<j»v ■* ^  ^  ' T x 1“
/ ( w i r n , p + ff ( ^ v
- J í S ^ f U  - íf'1 r \> ♦ f *  rv^ )]áPi.a'*x.~0
,ou ainda
mas, separando devidamente as integrais temos que
T i  ( { f f , f í t V i4‘ - ~
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( I I . 1 . 2 D )
Devido aos termos que s a o termos de divergên­
cia ordinaria, as duas ultimas integrais, quando integradas so­
bre todo espaço-te mp o, se anulam.
II.2 MUDANÇA DE CONEXÃO16
Consideramos agora uma mudança de conexão, de tal forma 
que fique preservado o transporte paralelo.
_ . r—» oi «J -vSejam p  e \\J . as componentes de duas conexoes d i -p 10 p
ferentes P e W  . Queremos saber quando e possível que dire­
ções paralelas ao longo de qualquer curva no espaço-tempo são 
as mesmas para as duas conexoes. Com esta finalidade fazemos 
uso das equações do paralelismo da seguinte forma:
P t r  + m.*.»
**  ( —  -  w < ê » o  ( i i .  2 . 2 ) ^At d ti W t  P olt, I
S u b t r a i n d o  ( I I . 2 . 1 )  d e  ( I I . 2 . 2 )  t e m o s
olt cK





U k ^ V  - . (XI.2.5)
Como estas equações devem ser validas para qualquer cur­
va então
c-l, ( C>< cr r rn~l r~r
^   ^^  M Z' dju. a /6^  - ^ a ' ^ u ^ - C l - ( I I .  2 .  6)
Fazendo uma contraçao para os índices cr e ^  ficamos com
( fci r ÇT . r oi QT \ Cf
O^" ^  ^ ^ p ^  Or^ — ^çy ^ ^ f^cà ^  or & ~ ^ )
e daí obtemos
/> « . V - 4 a°,o-t -0- (II.J.7)
Definindo o seguinte vetor
^  =  ^ a d o H ,  ( I I . 2 . B )
W  ^ ^  > ( I I .  2 .  4)
encontramos
= ^ 1 *  ^  * (II.2.9)
Pela Equação (II.2.*f) temos finalmente
w * t  - p*t + (II. 2. 10)yv - I 0 * + *  < V  ,
onde é um vetor arbitrário. Se a condição acima é satis-
feita, entao ela define a mudança de conexão mais geral que 
preserva o paralelismo.
Desejamos encontrar uma conexa□ que preserve o transpor­
te paralelo segundo a conexão P , mas de tal maneira que a 
torção de P seja nula. Para isto devemos impor que
r V u = 0 ' (XX.2-11)
O U
Em face de (II.2.10) encontramos
e daí
i - a <5-%^ - ,
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onde fizemos
- W JJ A ). (II.2.13)
Assim a conexão procurada tera as componentes
VV n°i 2^ í ^  (II.2.14)
* r /ô» - f  ^  ^  ’
A densidade de Lagrangeana (11.1.4)^ escrita em funçao 
da nova conexão será
•£ - ^  L<>v U/) f k Ê ^ ]  . (II. 2. 15)
Neste caso é dada por
'V*. = ~  f  * M j  ( I I . 2 . 1 2 )
A
?>y U/) = - f  ~ - f  ^  w p) +
-  f  á a ô  |  « c o -
-  t rJ?o - f  ** (p t e  - I ^  w ?))
f^ )  ~ ^  >-£,(2. ~ ^  V + ^ J p  ^ M«» '  ^ W p
3 ^  ^ ‘P ' 3 W v  ' 3 W P + 3 ^ u^lv W P +
|  W V t k  w „  - ^  W v  w A .
F inalmente,
< V v ^  * (II.2.16)
O
Como as componentes FjUv>^p) sao Hermiteana^, e é um
campo vetorial puramente imaginário, então hMV são compo­
nentes de um tensor de curvatura contraído e Hermiteano.
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A integral de ação é
4 et*** ; (II.2.17)
sendo od dada em (II.2.15) .
A condição extremai
^  C*’4*' ~ ° f (II. 2.18)
deve levar as equações de campo do modelo*
Porém ,
ò  X - ^  [ PMv) (W ) + k J +. [á Cw) 4 há j J ( 11 . 2 . 1 9 )
e
<3 FjUV ^ ^) - cS  ^P1 ) -v sL cS C. “* | i>c) »
onde ^  é dado por (II.1.8), <5 Fk v (.p ) por. (II. 1.9) e
< H W ^  _ ^ |/A) =  - U w v) , (II.2.20)
Com (II.2.1B) e (II.2.19) temos então
F^iw) +k-Ê^]d\c->Jcju',<5 a*x. -r k J ^ ó E ^ . o . í  I I . 2 . 21)
Usando (II.l.B) na primeira integral de (II.2.21) encon­
tramos
J ” Jr  ^^   ^  ^E>uv ~ a ^  - °;
m a s ^ como \ J * o e ^ ^  ^  a uma variaçao arbitraria, pode­
mos concluir que
Fu-v tw) - ^  Ftw) S  Vc . (II.2.22)
Considerando agora a segunda integral de (II.2.21) e lem­
brando a condição imposta em (II.2.11) obtemos
- rs») <*-rt*]«*4x.
+ l  J r  L ^ W -  ( á )<»'>. = o -  ni.z.zz)
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Usando a expressão ( I I . 1 . 1 3 . ) ,  ficamos com
JL" F V Á pa^ + V 6 ?<r^  * ^ +
+ 3  j í r . v ^ v  - ó W V ) - o  .
De modo analogo ao que fizemos na obtenção das Equações
(II.1.19) e (II.1.20), podemos concluir que
$ uv*; * ~o , (ii.2.24)
(II. 2 . 25)
As Equações (II.2.22), (II.2.24) e (II.2.25) sao as é- 
quaçoes de campo procuradas.
Ainda observamos que
P  VJ “  f1 JV - °  J (II.2.26)
mostrando que realmente a torção da nova conexão vj é nula. 
Através da terceira integral de (II.2.21)
à dl A x.  — o }
concluimos que o sistema e conservativo , uma vez que a única 
possibilidade para que esta integral seja nula e se ter c$ 6^ ,  o .
Qbse rv aç ao: Consideramos agora um caso no qual Com isto
a (II.2.22) se resume a
P axs> ; (II . 2 . 27)
e portanto, pela Equação (II.2.16), temos que
P/jlv ^ ~ 3 L jV ~ j „ (II.2.28)
Separando Fuvin)em suas partes simétrica e anti-simetrica 
ficamos com
U l . 2 . 2 9 )
W n ) ‘ - Í ^ - -  (II.2.30)
Derivando a (II.2.30) resulta
FU w j K r ' - r ) s  !  ( I I . 2 . 3 1 )
e escrevendo a s  p e r m u t a ç õ e s  c í c l i c a s  n o s  í n d i c e s  e s o m a n d o , e n -  
contramos
FU < r ' r(^  ^ FL v c r l ^ ^ P ) = °  / (II.2.32)





Existem várias soluçoes exatas das equações de campo,com 
significado físico conhecido. Ao considerarmos•problemas físi­
cos mais complicados somos forçados a métodos de aproximação e 
procedimentos numéricos. Isto nao á, certamente, uma nova fa­
ce da Mecanica Relativística, pois mesmo em Mecanica Clássica, 
nem todos os problemas podem ser resolvidos na forma analítica 
fechada .
Um exemplo em Mecanica Celeste é o problema de Kleper, 
que representa um papel análogo ao problema de Schuarzschild 
ou Papapetrou, na Astronomia Relativística .
Mas, na Mecanica Clássica, temos junto a poucos proble­
mas padrões resolvidos, uma infinidade de princípios gerais 
que muitaB V b z b b  levam a conclusões d e  grande importância^ sem 
que haja necessidade de soluções explícitas das equações dife­
renciais envolvidas. É nosso objetivo aqui, fornecer parte
dos resultados gerai s , a p l i c á v e i s  á Teoria da Relatividade
G e r a l .
Desejamosyprimeiro^discutir a questão das Leis de Con­
servação^ em conexão com as equações de campo.
Sabemos do Capitulo II, Equaçao (II.1.12), que o tensor 
energia-momentum e proporcional ao tensor de Einstein (3 as­
simétrico :
G .  = - i_ * p (III.l.l)
h*9 M  2* U K.0
No caso que consideramos, onde FUv> não é simétrico, temos
F - 4 r (III.1.2)
o que e análogo às equações de Einstein, onde
^ , (111 .1 .3)
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Na teoria de Einstein temos que
p n (III.1.4)
o que expressa uma lei de conservação para o tensor energia - 
mome nt um.
Lembremos que a divergência nula de um tensor leva a uma 
lei de conservação. Em um espaço plano podemos, por definição, 
usar um sistema coordenado no qual os coeficientes de conexão 
sempre sejam nulos, e neste caso a diferenciação covariante se 
reduz à diferenciação ordinária.
Suponhamos agora que o tensor e não nulo, apenas
em uma região finita do espaço-tempo^em qualquer instante. En­
tão, a secção do espaço-tempo onde o tensor é não nulo pode
4
ser fechada em um ” quadri-tubo1 D :
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Considerando a parte A  de £)* , que é cortada pelas
hipersuperfícies t =. e jt =, , o contorno A** consiste
de dois espaços tri-dimensionais no instante inicial Aj e no 
instante final , de uma parte de "poço" de sobre o qual
o tensor é nulo. Então, pelo Teorema de Gauss,
J / E ^ d S c - o .  (III.1.5)
Assim a quantidade vetorial
^  ~ (III. 1 .6)
não muda no tempo, se a integrarmos sobre uma região tipo espaço, 
que pode variar no tempo, mas é escolhida de tal forma que
o tensor E UN> seja nulo sobre seu contorno.
Podemos considerar como uma quantidade conservada e
dar-lhe uma interpretação física. Por exemplo, se são as
componentes do tensor energia-momentum, as quantidades P ^  po­
dem ser interpretadas como as componentes do quadri-vetor e-
nergia-momentum da Teoria da Relatividade Especial, e po­
de ser interpretado como a densidade deste vetor no espaço.
Tal consideração direta nao e possível em um espaço 
nao Riemanniano, com os coeficientes de conexão nao nulos. 
Somos, entao, forçados a buscar uma quantidade conservada al­
ternativa. Isto porque,para um espaço curvo, energia e campo 
interagem, e então somente algumas combinações de E u-'> e da 
energia do campo gravitacional são conservadas.
Para investigar (III.1.4), primeiro coloca-la-emos na 
forma explícita. Temos, por definição de diferenciação cova- 
riante ,
r-  ^ p.  ^ p  ^p ^ P ^
Au. ~ ^  M, ' >>£ ** ' A j ô ;  (III.1.7)
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f % =  (bxjr ), V = ^  ^ I (III.1.8 )
f f
ainda
P *  E,p =<iJXp F ^ - r  fxp = - i q  r* ( u i . i.9)
Assim, podemos colocar ( I I I . 1.7) na forma mais simples
E  v +  f  v — -i. q , ( I I I .  1 . 1 0 )Se^  ,v t fc-u o K  '/c v $ tr r ,
isto e
(•'p? aA .  - i , 0 ( u i . i.ii)
1 a, “'t7- J - •
Devido às Equações de Campo (III.1.3) o último termo de




0 problema agora é claro^se escrevermos o último termo 
de ( I I I . 1 . 1 2 ) y  como a divergência ordinaria de uma quantidade 
V*^1 j^u, • Assim teremos uma identidade que levara a uma 
lei de conservação, via uma aplicação simples do Teorema de 
Gauss .
Observamos que podemos reduzir a questão de leis de con­
servação em Física, a um problema de Geometria Diferencial. 3a
a quantidade , que procuramos, depende somente da
/ # , 
m e t n c a  considerada.
0 tensor G e construído de um modo nao linear, muito es­
pecífico^ pelo campo tensorial g. Para exibir claramente esta 
dependencia, faremos variar as componentes arbitrariamente
e estudaremos o efeito desta mudança sobre o tensor de curva­
tura contraído. Portanto, usaremos métodos típicas do calculo 
vari acionai .
III. 2 ANÁLISE VARIACIONAL
Iniciamos nossa discussão com a densidade escalar $  ,
definida a partir da curvatura esca'iar F  > mediante
^  r  f. r ,
ff (a, rif - 9f rt l + ríf r-t. - r-* r U  • <III-2’1)
k . ~ . . .
Se D e uma região arbitraria do espaço -tempo, pode­
mos formar o invariante
j - f
( I I I . 2 . 2 )
É possível mostrar que a densidade tensorial pode
ser obtida como uma derivada, sob uma variaçao do tensor mé- 
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triço em D , que se anula na fronteira, isto é, e
se anulam sobre o contorno de D**.
Dbservamos que se mudarmos de um sistema JC* para um 
sistema >c, as componentes do tensor métrico se transformam 
como
n - õx-P. Q
^ Uv dxJ** d*-? > (III. 2. 3)
A * / / * , ^A mesma lei e valida para a variaçao das componentes do tensor
métrico q ^ éq * portanto 6 cl também se transformajuv 4uv> r
como as componentes de um tensor. D mesmo vale para todos os
tensores construídos a partir de g.
No caso dos coeficientes de conexão, a variação <3 
deve transformar-se como um tensor, pois o termo nao homogê­
neo, que aparece quando se mudam as coordenadas, i.e.
p l s = iíi li! d /
depende unicamente da mudança do sistema, mas não da métri­
ca usada. Portanto teremos
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ó r *  _ 5 * 1  a*! ó t "  ( m . 2.4 )
r* ~ 0l(» 0£1'
Calcularemos a variaçao de em um dado ponto, pela
introdução de um sistema geodésico local. Em tal sistema todos 
os coeficientes de conexão anulam-se no ponto considerado, por 
definição, mas não suas variações, desde que, durante a varia­
ção da métrica, o sistema coordenadc nao permaneça localmente 
geodésico. Para este tipo de sistema coordenado, a diferencia­
ção covariante e a ordinária são as mesmas, e encontramos pa­
A2
ra a variaçao da forma-conexao □ s e g u i n t e ^ ,
á F u v  = -  + ■> (- r" %  -  ( I I I . 2 . 5 )
Os termos da identidade acima sao tensores. Esta expressão, 
embora tenha sido estabelecida com a utilizaçao de um sistema 
de coordenadas conveniente, e uma expressão geralmente vali- 
da para 6 .
A variaçao de » que também ocorre na definição de
J  em (III.2.2)^ e obtida a seguir.
0 determinante g pode ser expandido em seus elementos 
da v -ésima coluna e seus cofatores como
9 = Z Q (III.2.6)Q JÈ d“* a ;
onde e o cofator de a. e v é qualquer coluna com í n -Q
dice pré-fixado. Então temos




Por outro lado, podemos usar a definição de matriz inversa de
para encontrar
yn
^  = -jr &  , (III.2.9)
0
e portanto a (III. 2.8) torna-se
V 1 (III.2.10)
Este resultado pode também ser formulado em termos de 
è ^  , notando-se que ® ° traço do tensor invarian­
te de Kronecker, 5=1
Desta maneira temos
^ ( T V ^ "  + ( u i . 2 .u i
Observamos que e um tensor, e entao ^ Uv>c5 e um
escalar. Mas tambem notamos que o operador variacional c5 e a 
operaçao de levantamento e abaixamento de índices não comutam. 
Assim a forma contravariante de ò não é como é
evidente por (III.2.11). Vemos, entretanto, que
r - v  = - v ,
e a (III. 2.10) torna-se
áa = - o o á o«-'» (III.2.12)0 0 gu\> 0 •
Assim, finalmente temos
 L  áo, 3 a Anuu (III.2.13)
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1  = ' 3. iFf í * v »  Ò 1
A variaçao total de 3* de (III.2.2) pode agora ser es­
crita como
í  6 ^  fm ) d.v /
-Ad 1*
à ^ ) d v .  ( u i . 2 .i4)
Usando as formas explícitas de e ^ de (III.2.5) e
(III.2.13) obtemos
^ X -  ^  r  ^  r -***+ X / ?  í <■ p-'»f - rP á 1rí - A  *
+ A .
àJ 'ifí L w p - V  - ^  \ .1 a V X , ^ i '  f 'v i , -  rj.) d ‘V  -V
(III.2.15)
kk
Desde que a deriv/ada covariante do tensor métrico se a- 
nula, podemos escrever o integrando da primeira integral de
(III.2.15) na forma
(III.2.16)
onde I V  e sao vetores contravariantes . Usamos agora a
seguinte fórmula g e r a l ^
t  Ç = _í_^ (,tl (III.2.17)
o que nos capacita a expressar a divergência covariante de um 
vetor contravariante na forma
^  ^ U - J  (III.2.18)
Nesta ! 0 lac^ 0 direito é um termo de divergência ordinária .
Assim, todo o integrando da primeira integral em (III.2.15) é
• A • 9 / , , C  ^ m
uma divergência o r d m a n a ,  e por integraçao parcial, podemos 
expressar a integral como uma integral de superfície sobre o 
contorno de D^. Desde que e se anulam sobre este
contorno, a primeira integral deve então ser nula.
D integrando da segunda integral de (III.2.15) é nulo , 
pois os coeficientes de conexão se anulam no ponto considera­
do, embora suas variações nao se anulem. Assim, a expressão
(III.2.15), para a variação de JT , se reduz ã fórmula funda­
mental simples
á j =  ( “S f  *«*. (III.2.19)
Fica então mostrado que a densidade tensorial 
um derivativo variacional do invariante J  , sobre a densidade
escalar  ^ F . Mas a (III.2.19) á válida somente para varia­
ções do tensor métrico e suas primeiras derivadas, que se a- 
nulam sobre o contorno D . Para variações mais gerais devemos 
adicionar integrais de superfície no segundo membro.
Como o integrando ^  de T  e uma funçao complexa não 
linear de , e de suas derivadas, usando o formalismo p a -
drao do calculo das variações ( a usual aproximaçao de Eu- 
ler - Lagrange) podemos expressar a derivada variacional 
em termos de derivadas parciais de ^  . Observamos, entretan­
to, que também as derivadas segundas das funções de e n“
trarao em $  , o que tornará os termos de Euler-Lagrange mais
complicados. É agora de grande conveniência explicitar ^  em 
um termo £  , que depende somente dos e de suas primeiras
derivadas, e ainda um termo B, que é uma combinação linear 
de derivadas. Veremos que a contribuição do segundo termo, do
integrando $  , será redutível a uma integral sobre o contorno
< . k . .de integraçao do domínio D . Assim as v a n a ç o e s  de JT e da in­
tegral sobre o termo mais simples serao idênticas.
Determinaremos £  agora. Primeiro reescrevemos a defi­
nição (III.2.1) da densidade j/ mediante
^  f  [i v  * r ’-.rJ f r ^ ^  f f +
/ r-. \ , (III. 2 .20)
+ r« r %  - ítf cf? ff),- ■
Se substituirmos esta relaçao em (III.2.1), concluiremos a
decomposição de , em um termo de divergência, conten­
do as primeiras derivadas de • Entretanto, podemos re-
combinar termos de modo a encontrar uma expressão elegante 
para £  .
Partindo do fato que a derivada covariante de e nu­
la , chegamos a
k 5
i*6
? ;* a f u^  + r^  ^  -*■ P . ( u i .2.2i)
Esta identidade nos capacita trocar todos os termos <£*^ 4^  por 
elementos e coeficientes de conexão. Similarmente, pode­
mos usar a Equaçao (III.1.8), para expressar as derivadas de
^  em termos dos P ^ ^  • Assim, os dois últimos termos em
(III.2.20) tornam-se
<■>,,, - n i e ^ i " ) , -  =
= r t .  L- r'fP - p f p ^ p + pPf f f p ] / ^ -
-  r ; f [ - r L P ^ f -  rtf (í11.2 .22)
Esta expressão torna-se, depois de algum rearranjo,
- r í f (III.2.23)
onde
d '= f f L p V  - r t f r % ]  , / y . ( I H . 2.20
Substituindo a expressão (III.2.23) em (III.2.20) e in­
serindo (III.2.20) na definição (III.2.1) da densidade esca­
lar ^  i . e
y- F J7
? >
obtemos a seguinte identidade
Í = n/ ^ f  f P r í r)M - W ^ f f  p ^ ) l f . •£’. (III.2.25)
A decomposição desejada de $  , em um termo de divergên­
cia ordinãria e uma expressão envolvendo somente os ^ e suas
k l
primeiras derivadas, e assim alcançada.
Usando o Teorema de Gauss, para integrais de divergênci­
as ordinarias , teremos agora
o £  ct c U .  /U à^ ojla, /ocxx- ^  * ( I I I . 2 . 26 )
Façamos
^  = [  o f V x .  (III.2.27)
Como nao e uma densidade escalar, e depende da escolha do 
sistema de coordenadas, a integral A 1 dependera do sistema de 
referencia. Entretanto, dado um sistema de coordenadas especí­
fico, e neste um tensor métrico com componentes >
podemos assegurar que os valores de J  e A' terao a mes-
-  kma v a n a ç a o  se variarmos as componentes na região D , de
um modo arbitrário, mas tal que e » se anulem so-
kbre o contorno de D . Assim S  e A f tem as mesmas derivadas 
funcionais em relaçao às componentes do tensor métrico.C^^ .
Avaliando agora , desde que o integrando o £  seja
uma funçao somente dos e ^e suas primeiras derivadas^
temos pelo metodo usual de Euler-Lagrange
<ÍA' -  6 í  j :' <.3- ,  f ' lX ) (
-> o 11
JD, Lar  ^  * J
Ò A L I  [ M L  - í ^ _  \
+  C cCt- J  . ( I I I . 2 . 2 8 )
A B
n APara v a n a ç o e s  que se anulam sobre o contorno de D , o termo
de superfície será naturalmente nulo. Assim, equacionando
em (III.2.19) e c5 V  em (III.2.28) obtemos
G > ^  - B j L  - I d d L  ) (III.2.29)
Esta expressão é o resultado final de nossa analise v a - 
riacional.
Prossigamos entao em nossa busca de uma expressão para
 ^ . Trocando índices em (III.2.29) e multiplicando-a por 13 A
temos
f  V  ^  G ^ )  = § á  f  V  - ( * £  ) f  v  ■0 0 * *
- -âíl [-iíl f V W
a f P  ’ ^  V 3f p,x W
+  T T r "  1 • (III.2.30)
s 8 “ »
Observamos que ©£ é somente função de i * "  = r
logo
J>' _ 3«^* ©j' x^-íà
^ ' ( u i . 2 .3i)
<J r o >*
e a (III.2.2B) torna-se
^  - " H S &  =
0 '*
- ( / V “ ^  ( U I - 2-32)
(j J\
<& spComo ^ 6 o invariante ° ^  vemos que
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* ? V ’ ' A ‘  °  • ( I I I . 2 . 3 3 )
Assim
? lV  5 ‘? = f V  »c» V
= - f f  ^  .A  6
= -  9 r  <*X/a<f^t3 V
(III.2.34)
T ( ò '/JL,
Portanto podemos reverter a posição dos índices do lado esquer­
do de (III.2.32) se trocarmos o sinal j i.e.
' R  <h f > >  ^  = ' (•* V  - (III.2.35)
  yí
Se agora definirmos como
'{T ' £« *  (III.2.36)
e usarmos a (III.2.35), poderemos escrever a (III.1.12) como
^ 7  V ) 1v + W T  O. (III.2.37)
Assim, a quantidade
'F?  ' • V  * O  - R  *> * j- /  Q ” - j- -eál W ,  « m - 2 -38»8 V JLk Q“ 2 k 0 ~(J > ^
tem uma divergência ordinária e representa a densidade de al­
guma quantidade conservada. A expressão e usualmente ci­
tada como o pseudo-tensor do campo gravitacional.
A divergência nula de origina uma quanti­
dade integral conservada, precisamente do mesmo modo que a
rr V .divergência nula de y no espaço-p lanoy o n g i n a  o quadn-ve-
tor energia-momentum .
Assumimos, inicialmente, que 0 tensor energia-momentum é
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nao nulo, somente em uma parte finita do espaço-tempo, e ten­
de à forma Lorentziana
i O O O
o 1 O o
o o 1 o
o o o i
quando nos aproximamos,do infinito. É evidente que a quantida- 
_í f ^  'd e u tendera a zero se nos aproximarmos do infinito.
Integremos a equação (III.2.37) sobre todo espaço-tempo 
entre as hipersuperfícies ^  =z •
/ ^  - f *-7 - o ,
em analogia com (III.1.6). A quantidade
(I I I .2.39)
( I I I . 2 . k 0 )
é então conservada, e pode ser interpretada como a generaliza­
ção Relativista Geral do quadri-vetor energia-momentum da Re­
latividade Especial.
Porém, devemos notar que a quantidade (ea? + - £ L >) nã°
é um tensor e nao é um quadri-vetor covariante, em geral.
Isto acontece porque não é uma densidade escalar.
III. 3 DERIVAÇÃO DAS LEIS DE C0NSERVACÂ0
Considerando o caso sem fontes, a Lagrangeana ^  ob­
tida na Secção III.2^é dada por
vl3
T i f - l W - ( I I I . 3 . 1  )
51
Esta quantidade permanece invariante sob transforma­
ções do tipo
^  ^  ^  - <£ f K.) , (111 . 3 . 2 )
e portanto, a variação é d  torna-se
6  «£’ s Jt '(»•) - t
& £  = -0.4- «Ja*-» + p . (III. 3. 3)
9r v
Mas, pela transformação de coordenadas (III.3.2), encontramos
3 «  , «j - * f c c n -  f v -
(III . 3.4)
e assim
< 5 ^ v =, £  ^ ) .  (III.3.5)
Calculando a variaçao temos, por definição, que
r >  = ^  * 4  • <111.3.6)
3 x. f ô õ x.f
Porem
-âisll - ép - £ -^-£- t 0 ( Ê 2) , (III.3.7)
0  x ?  P Ô J f
logo , obtemos
H j  * ^  ^ f ] -  c m . 3 .b )
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Finalmente, para resulta
= £  l<- ♦ * *f r < V  r ’-  s“ d ,
ou ainda
i r?f - e L* «  r - r t **r v + t  - *
+  ■*• *%(>'}'**]• (III.3.9)
Á variaçao de Ja Foi obtida na secção anterior.
Equação (III.2.13)
< s c < c f ) =  ^  ^  V
Ag Dr a, fazendo uso da variação ^ u,'> da Equação (III.3.5), t_e 
remos
<5 ^ ) «. £ S -  <£’ * í*if },
ò ^ ) -  ^  * W ) ,
e finalmente
< H > ^ )  = 6 1 * , ^  (III. 3.10)
As variações que foram calculadas para 0
são gerais, para qualquer transformaçao de coordenadas 
do tipo considerado na Expressão (III.3.2). Desejamos usar es­
tas relações para calcular ó%£ .
Especificaremos os jf como funções lineares das coordena­
das Tc** • Entao a Equação(III.3.2) e uma transformação linear 
de coordenadas, de tal forma que sob tal transformação, os coe 
ficientes de conexão transformar-se-ão como tensores. Assim a 
expressão de *2 e uma densidade escalar, sob a classe restri­
ta de transformações lineares.
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ComD o£ é uma densidade escalar, sob tais transforma­
ções, esta tem uma variação muito simples, devida inteiramen­
te à variação do fator » uma vez que 
éi. = & F 5  ) (III.3.11)
pois b um invariante escalar. Então ficamos com
6 í ' =  - 4 ^  u  ^  r , * ) ,
n
à t '  - fc x \  (III.3.12)
/ . I
Por outro lado, tambem podemos calcular oí nor uma trans­
formação linear^ substituindo as variações e p na ex~
pressão geral (III.3.3). Como estamos considerando %*** como 
funções lineares, estas tem segundas derivadas nulas, e então:
T , 1 ar ,f í
ii£' = r  +
ou finalmente, fazendo um rearranjo nos índices
é i '  - c [ f tt ( 2^1 O*0 ^  )
^  [ t  () * 0 J
f. í . <4^ O + — Q VC',p\_
* t ,r l ^ '
  -P 9 <í' 0 v>-^ \ *|
7 if  T  % **) ’ (III.3.13)
9 r » f  'J
5k
Comparando as duas variações obtidas encontramos




t  C f ^ p )  -  ***■ ( ~ ^ L  Q  ^  \
9<p*- 7 Ti ,p v.Yav,f ®
f  ^  i 0>£< q«tv  ■+ 3 A  «•** . 3c£* q nM. S«*' q V-í 1
1 ^ L ^  ^ "* ö( O f  J ~
-  s “>  L y T  ,f*’d  = i 'c  í V ‘
F inalmente
Q-i')_f l i L  ^«Ç_ , 0 «  j>*L VJ §íL Q fS» * ;. (III.3. U )
3^» (I Y V  ° &âVA Q^ f  ô^ v* '
Notamos que esta identidade foi obtida usando métodos va- 
riacionais e uma transformaçao linear de coordenadas, mas é 
completamente geral e independente de qualquer transformação u- 
sada,
É claro que, por substituição,as variações de ÿ4A'v) e 
em (III.3.5) e ( III . 3 . 9 ), para a variação de em (III. 3. 3),
podemos calcular <5i’ para um arbitrário e realmente t e n ­
do calculado ó& sem preocupação pare obter a identidade 
(111.3.1*0. Agora veremos que (III.3.14)simplifica grandemente 
a forma de ó i  e é bem importante o valor rie suas derivadas.
As substituições em (III.3.3),dos resultados obtidos,nos leva
34' = ÜíL 6,u* + a-e’ )
ái' • & Ê r  * í %  r>) *
0
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■* r < V  * V  - H "  - T
8 'f
' * V  r O ,
ou, rearranjando convenientemente os termos,
Ó i ' a £. k [ . M l  ori« +  «.■»* ^ o ^ _  A
- a ^ í  , f
3
T
A substituição de (III. 3.lk) fornece □ resultado mais simples
« ■  = £ * ’ (III.3.15)
0 $ /f
que b completamente geral e vale para qualquer variaçao de
coordenadas (III.3.2).
Seja uma variação arbitrária do te n s o r  métrico , que se anu-
kle sobre o contorno D , e consideremos
J  = f j  JL«*. (III.3.16)
J.D1*
Aqui
/ = ^ F =  F,P/
3* ^  r  i r t * *  - r % >r - r % P ^ * r ; P ),
e como
A' = f X' i V  ,
J d 4
então, pelos resultados da secção anterior, concluímos que
J »  / J d l  =cCA.4
X)*»
= j çLAX. + ( odt. i) .
J n *
,-í-Se e s c o l h e r m o s  o s  ^ em ( I I I . 3 . 2 )  n u l o s  e tambem n u l a s
56
# . . * 1+ *
as suas primeira e segunda derivadas sobre o contorno D f e
claro que por (III.3.2) c. è (» s O  sobre este contorno, tal
que ^ òJ . Entretanto sabemos que J  b um invariante es­
calar e assim deve ter uma variaçao nula sob qualquer variaçao 
de coordenadas. Entao^para esta variaçao de coordenadas em es­
pecial^ deveremos ter
á J *  òfii* è j (III.3.17)
Isto pode ser considerado se observarmos o fato que
e um invariante escalar que tem variaçao nula, sob uma mudan­
ça de coordenadas. Entao, desde que a ordem das antigas e no-
, / , t
vas v a n a v e i s  e a mesma, teremos 
áA' * á/
A variação ——  é facilmente obtida, pela variaçao de
of em (III.3.15). e pela variaçao de -^cj em (III. 3 . 1D ) :
- ò £ '  - -ál c i ,
= é£ - JfL 
*1
logo
I • r / £  s r « M. ( 0  £  ^ \
v - 9  ) = £  1  o *  ) '  ( u i - 3 - 1 0 )
Assim a variação de A 1 implica em
v I Q^V «M. .4
ò A  ^ a   • 1  * ,*»p d  *- +
57
-  t f  “  ?
8av7 p
( I I I . 3 . 1 9 )
Integrando por partes esta ultima expressão, e levando 
em consideração o fato que e anulam sobre o contorno
de D , obtemos 
Ó A ’ = - £.
a o ^  ? r0 »f
c)A = àJ- tf*




^  ct^ x. - o
ou , finalmente,
3A.' « £ ( 'à*' < ^ \  ( .3 a v»i \
V v  % U  + V 5tf>> 1 J, (III. 3. 20)






= o  .
( III . 3 . 21)
É aparente que a expressão
&  C u ~  I dJ'—  <$
í ^  V 8c,^ v 00 v a^/*- 0 70 >P 0 if
(III.3.22)
está associada a alguma quantidade física conservada.
I
Trabalhando explicitamente sobre , vejamos que ti­
po- de quantidade física ela representa :
~ ( p A r '  ^ - l rq v wd »r?
&■£ . rvJV ç)J.' o V o t
S r . r >  - í j í  » -f
a «f i) I?
Pela resolução da Identidade (III.3.14) temo6
(III.3.23)
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£ á L  tf'* + 34'. t f *  p =
9f >  8! P >
3 v t  " í r  r " ^  r '
e s u b s t i li i n d o □ resultado em (III.3.23) encontramos
c  “ = 8f (_ÊiL \ + -Sp ( _aí' ,. \ ,v*
* f w - . fJ r l r J ’
+ r í r  - —  ff1' - svi - -í.'^3 i-í. Dcp*- ° >
ou ainda, rearranjando os termos
jrr- c /  = í sf l-2 il \  -  M . 1 + I 3f U ± 1  \ -  0 il ]  ff%
i A  L r ' e ^ - ifJ  « y ^ I 0 L  c,f A i
+ ~ -17 - ' (III.3.24)
Finalmente, pela Equação (III.2.29), temos
jr  x t
e assim ficamos com
f }  - f j  S f  . <i“ -3 -25>
Fazendo uso das Equações de Campo • k temos
'p? c ** - 11 ' ' i í -*'-1' ’' T ■ f 1 * / y  • * V  -
f f 1* 7
ou ainda
q  C f . { * ?  + * ? . ) ' * £ :  / > - á V -  (III.3.26,
v c »«*
Porémypela Equação (III.2.38) sabemos que
0 « £.< ^  2.k '0 'v
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e portanto
C *  = - ^  (=«.■* * -* * ■*■■/*)j
A quantidade é chamada de pseudo-tensor do
po gra vi tacional . A divergência nula de -* £ *)
quantidade conservada, precisamente do mesmo modo que a 








CONSTRUÇÃO DA MÉTRICA E ANÁLISE DOS RESULTADOS
IV.I A MÉTRICA PARA O CASO ESTÁTICO COM SIMETRIA ESFÉRICA
3V/amos considerar aqui a solugao proposta por Papapetrou ^  
a qual se fundamenta no seguinte’
nExiste um referencial tal que depois de uma rotação ar­
bitrária em torno de um centro de simetria, as novas componen­
tes serão as mesmas funções das novas coordenadas que
oso, □ eram dos k  . No caso de uma componente tensorial a. . ,QUlV (Juv/
contendo uma parte simétrica e uma anti-simétrica,
(IV.1.1)
cada uma destas partes é transformada separadamente. Conse­
qüentemente encontraremos a forma geral de um esferica-
mente simétrico, se combinarmos as formas esfericamente simé-
t r i c a s d e  Q e
QCu .s>) U L vuO
f • . ' . ~Os e s f e n c a m e n t e  sime ticos, constituem a solução
de Schuazschild da Teoria da Relatividade Geral. A sua forma 













□ ndec^^jt^ são funções arbitrárias d e r .
Para encontrar os ^£^>3 esfericamente simétricos usamos 
coordenadas "cartesianas” e consideramos os valores das com­
ponentes no ponto ^0,0, do eixo ^  . Depois
rotaçao temos que
d a
i = 3- ' .í = .t
e as novas componentes serao
C.2J *
Qt
3 [2*0 = C^i<0 j
>
ít><0 = ^La««3 *
(I V .1 .3)
Por outro lado, encontramos, pela condição de simetria esfé­
rica que
q' a <> (iv.i.O
l [ > p j  SL-ífO ,
(desde que para os pontos sobre o eixo z tenhamos »  ^ c.^).
Combinando os resultados (IV. 1.3) e (IV.1.4) obtemos
iLdQ * ° )
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e as unicas componentes nao nulas sao 8 £^.ô/0  * Usando
agora uma nova rotação, que conduza o ponto ( 0 ,0 , r ) para
( x i y > 2 ) > tal que
r + a4 '
encontramos que os ’ 9erais e esfericamente simé­
tricos, tem em coordenadas cartesianas,a seguinte forma:
0 -iC \r r r *uyr~









emPara a solução das equações de campo, trabalharemos 
coordenadas polares, consequentemente necessitamos da for­
ma de. em coorUenadas polares cartesianas:
( IV/ . 1 . 6 )







r2- iT m -o © °
(I V .1 .7)













onde, por (1.5.3), temos que
( I V . 1 . B* )
(IV/. 1.9 )
(I V .1.10) 
( IV/. 1 . 11)
Aa-cA * ■ * >uu V
e os devem ser calculados pelas equações
(IV/. 1.12)
( IV/. 1 . 13)
P m »* ~ V *  P  «*v 15 ^  •
Tentaremos resolver as equações de campo, não para o ca­









o -r* o c
o o -rVt>9 o
-tfr o o tf
( IV/. 1 . 16 )
Primeiro consideramos o conjunto das (IV.1.11). 
Por (IV/.1.16) encontramos que
\j- ÇJ =. V<^  í' - y (I U .1.17)
e a única componente não nula de u"'>^  é
qtiO U*Ú
0 ~ " a
COr (IV.1.18)
VeTfVTuP 
tu.vlPortanto, as equações r   ^-O sao identicamente satisfeitas
para juu = 1, 2, 3, porém para ^  = 4 chegamos a
„ a .
J© r  V tf - \jk?"
equaçao que pode ser imediatamente integrada, fornecendo
(IV.1.19)
oi #* - "u?4
onde o é uma constante de integraçao, com a dimensão de comprimento.
Resolvendo (IU.1.19) em relaçao a Ulr temos 
o t - |o4 •uja' ^
W a (.r% ip**) = i* ,








<JOa cr A ^ í \  ( I V . 1 . 2 2 )
Para os outros dois conjuntos de equações de campo deve- 
mos primeiro calcular os valores I ^
de 6 A equações algébricas (IV.1.13), lineares, para os P Q
resolvendo o sistema
!■*
A solução é factível! o sistema total separa-se em vários sis­
temas parciais; 3 deles, cada um, consistindo de 12 equações 
e um outro com 6 eqqações homogeneas, e conseqüentemente, as 
kZ componentes que aparecem nestas equações são nulas. As­
sim existem 3 sistemas não homogeneos de 6 equações, um de 3 
e um de 1 equação.
Resolvendo estes sistemas encontramos que outras très
componentes se anulam e as nao nulas sao as dezenove se­














14 Al •2. a'
.2 lq , 
c-i «* )
4i = - P 2a4 3
r t 4 =• - r ÒH








Observaçao: Como podemos notar, teremos algumas componentes da
torção nao nulas. Sabendo por (1.2.8 ) que
T U.V
,oi'
r *  _ -H c**1 V/o /*V, ^  V/o ,
onde os ^ v jx, sa° os coeficientes de nao h o 1 o n o m i a , e s t a s compo­
nentes serão:







r : H  - r 42 +  c
p L - P 34ò ô4 +  C 43 -
- ülisL + c *
roi 54
- u-, O











>4 +  - A üL
r oi
-V c- Ai- )
'4 -v c 14
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É interessante comparar este resultado com o caso do
campo de uma massa puntual, em Relatividade Geral (i.e uj = o ) . 
Existem agora, adicionalmente, tres pares de P a  anti-simétri-
i * L
c o 8 e alguns termos contendo u, nas expressões jc u r P
Usando os resultados (IV.1.23) podemos, por meio 
(IV.1.22), conhecer os valores de fr^ . Encontramos que
de
a s
componentes nao nulas sao as seguintes
Fu =  -  (-7 ) + —  ( 4  ■“ — ) " )’W  J 4 ' tf 01 J rai J
3. u> 
roi tf







I Âll - 
V tf
- 5. i - y -
.Sot
.4 r-
(I V .1 .2k)
Assim, a única componente anti-simétrica de , não
nula, é F (^
que é uma função somente de P , e conseqüentemente as equa­
ções (IV.1.10) são identicamente satisfeitas. 0 conjunto das 
equações (IV.1.9) fornece as tres equações seguintes:
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o (IV.1.25)
A situaçao e completamente similar àquelas do problema 
correspondente em Relatividade Geral. Temos tres equações di­
ferenciais, de segunda ordem, para as duas funções desconheci­
das oi e 8*, pois \aT  é dada em termos de o*, e ^  por ( IV . 1 . 2 2) .
Para resolver este sistema de equações é suficiente se­
guir o mesmo caminho que em Relatividade Geral. Primeiro cal­
culamos a quantidade
(I V .1 . 26)
que corresponde ao escalar F , na Relatividade Geral 




^  -  i f . o ;
- -L F - -a a-í. -o (I V .1.27)
o que corresponde às equações Ç ^ O  > na Rela-
tiyidade Geral. Fazendo agora
oi » x  8* s e VC > J (IV. 1.28)
encontramos que as últimas equações tem a seguinte forma:
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Notamos que estas equações se reduzem ao problema cor­
respondente em Relatividade Geral, se colocarmos A = 0 (i.e 
,j^ = D, quando de acordo com (IV. 1.22) u = 0),
Subtraindo a primeira e a última equação' de (IV.1.27)en- 
contramos
+ i - A  - ^  A4 - A ^ - a  = (àí^. * a)-o
r t x  r1 r  V r r a /
como, em face de (IV.1.22), temos
y - = _£lL_ > o .
^ rH
então
V  + »’ Zt-----  -t- -2- A =. O  .
r . rA (IV. 1.30)
Usando este resultado encontramos para a última de (IV.1.29)
(''F - r* =° -
Vemos que os termos que contem A agora desapareceram, e 
os termos em «* « satisfazem exatamente às mesmas equações
da Relatividade Geral. Consequentemente 0i será dado por
—  = I - -2 —  , (IV . 1 . 31)
ed r '
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onde m e uma constante de integaçao. Por outro lado, a equa­
ção (IV.1.30) pode, de acordo com (IV.1.22), ser escrita na 
seguinte forma:
( U.-1- v> -*• -tr> C — ■ ) — o .Clr V j
Entao
já. -» V ■+ 't-'r\_— ____= constante,
e com (IV.1.26) encontramos
p^ -tr'4
JZ
- 1 > (IV.1.32)
miê *onde ^ e uma outra constante de integraçao . Podemos verifi­
car que oi e tf* definidos em (IV/. 1.31) e (IV. 1.32), satisfa­
zem às condições exigidas.
Para w, dada em (IV/.1.22) encontramos
(IV/.1.33)
Para r-»co temos o e  a —* . É razoavel con-ff HL') V^ jULV)
siderar como tensor métrico e exigir que em f-oo os cj.
tendam ao tensor métrico de Schuarzschild . Entao vemos que
podemos colocar"
S'
e assim ficamos com
(i v .i .Z k )
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( ! * ^ )  í1-— )
(IV.1.35)
e a quantidade y- Q- fica
^  =* r ' W i  ©  •
Ds mesmos resultados seriam conseguidos pela suposição alter­
nativa de que a métrica é determinada por n^0 P°r
^Cu-V)  ^*
IV. 2 ANÁLISE DA SIGNATURA DA MÉTRICA
Como desejamos uma solução nao simétrica, mas Hermitea- 
na, faremos ^3, =* ju L  .9 então ficamos c;qi
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0 elemento de linha será então dado por
cAs^ r “ (< - ^ %9-j <ír2~ rH<*e2-r /U-vn^ ed'f ^ (.<" pi jdLt2. (IV • 2 • 2)
Analisando as possibilidades para a signatura S da mé­
trica encontramos:
i) r < -£
3) 2. TY-i ^   ^C 2 m  < r )
^jt < 0  , ^ 22*0 ; < 0  • ^  < 0  ;
portanto
S  a - Aj (IV.2.3)
b) 2 vr* <• í. ^ 2- m > r )
> ° «i ^ a < °  J ^àò<° J
logo S  -s O  j (IV/. 2.4)
c ) £ vr^  €.
i <<= J g Al( > o
então 5 - o  * (IV/.2.5)
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d ) -2 TYl > -6
V > ° J ^ < °
portanto £> =O j (IV.2.6)
i i ) r  •  -C.
a ) >2 vy% < £
^ ô à < 0 ; 1 ««*=°;
então S í  (IV.2.7)
b ) *2 mn = -£
S-u » O  ) *&*« < °  , <â*à < o  J ^  = o
logo £> = 0   ^ (IVI2 . 8)
c ) <2 m  > -£
ftu < °  ; ‘fc* < °  > * °
portanto s - o ^  (IV.2.9)
i i i ) r > -6
a ) 2 mn < £
* ^«i < °  1 ^ * < °  ; «jaa < o  , ^  ° >
e teremos S  ~ - Q, (IV.2.10)
b ) »2 rr» — £■
fci<0-t ^ < 0 ; 1 aò < O j ^ > o j
encontramos então £>--5, (IV. 2.11)
C ) «2 vr> > ■C *2 -rr> < r
i <0 j ^ õ ô <° ;
logo, também neste caso, temos S  - - «a, ; (IV . 2 . 12)
d) o2yy%>Í «2»r\ > r
<í j i > o í <.0 ; ^ 6d < o .  < ^ < 0 ,
e portanto, também teremos, -S . (IV . 2 . 13)
Podemos observar que a métrica se comporta satisfatoria­
mente como □ exigido no Capítulo I, i.e., terá signatura + 2 
ou - 2 se r>,l .
Em outras situações ela terá outras signaturas e devere­
mos entao considerar outro modelo geométrico.
IV. 3 A INTERPRETAÇÃO FÍSICA DO PARÂMETRO l  E ALGUMAS 
APLICAÇÕES. 
IV.5.1 Caso do "Red Shift"17
Podemos predizer um interessante efe ito do campo gravita- 
cional: a dilatação do tempo e o consequente 1 red shift" das
linhas espectrais, emitidas por étomos localizados sobre cor­
pos maciços. Este efeito foi testado experimentalmente, logo 
temos uma justificativa experimental para basear nossos con­
ceitos teóricos.
Consideremos, por exemplo, uma onda luminosa emitida pe­
lo Sol e recebida na Terra. Usgndo ^44 ^ üaÇ ao (IV.2.2),os
intervalos de tempo-próprio estão relacionadas aos intervalos 
da coordenada tempo por
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onde M q  e a massa do Sol no sistema geometrizado e seu
raio .
Similarmente, sobre a Terra, intervalos de tempo-próprio
estao relacionados a intervalos da coordenada tempo mediante
c L  c  -  í 4 —  -  ***-—  ) ( \ -  \
•  ~  l R 0  y  I  ^  j ' ( I V . 3 . 2 )
onde 1^  é a massa da Terra, no sistema geometrizado, é
o raio da Terra e >£& é o parametro referente à Terra, assim 
como 4  é aquele referente ao Sol.
Supondo agora que r\ ondas, de freqüência V0 , sejam e - 
mitidas num intervalo de tempo proprio por um atomo sobre o
Sol, teremos
n = 5 \)0 A r 0 #  (iu.3.3)
Sobre a Terra certamente receberemos rc ondas, mas a freqüen­
cia e o tempo de duraçao do trem de ondas ficam alterados. 
Usando uma relaçao freqüencia/duraçao de tempo, análoga à 
(IV.3.3) para o Sol, temos
n = v # (IU.3 .Í»)
Porém, como ji é uma constante,
Vo A t ©  = » , (ÍV.3.5)
e assim
v  »  s>0 . (IV. 3 .6)
Em face de (IV.3.1) a duraçao do intervalo temporal do trem








Suponhamos que a duração do intervalo temporal A t seja 
mesma sobre a Terra e sobre o Sol. A Equação (IV.3.2) torna- 
e n t a o
At«!
A t  5 (IV.3.B)
Em virtude disto e de (IV.3.7) teremos
A ^ o  _ ^ ■*-© ■» g
A x s / 2.1^  \Va- / , \ *k. ' ( I V . 3. 9 )
A substituição deste resultado em (IV.3.6) leva a
/----------- TTn------ ~~~~Z— T  ■> (IV. 3. 10)
ainda
•k*
V-N>0 ' ' N gg,
tb. < \fc. 1
seja
h  _ £ í 2 s f ‘ (4- 4 - f -
Av>______ J__________^ (IV. 3.11)
~  1 »
Para o caso de uma fonte terrestre teremos
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onde R ®  é □ raio da Terra e , e h  é altitude de
receptor .
Desenvolvendo em série, vide Apendice B, temos para a 
(IV.3.12)
A i  _ í _ 2 h ^  5 H 1 | j  ( b_ r _h_ \ +
v -* k R*> 14. / R® V«£, ^ © c® v R© R®I 
+ Li- + -ti- - is-'|+'--
V 2- R® R® (IV.3.13)
Sabendo que
. oe)
— =■ —* 2^.* Aj5 t  0,0 iS) > IO1 j
v>
 ^ - fet àl- loâ x »o8 c^ -o ^
M e t,o) - o ^ l i ü c w .  ,
U O  3zí 2 »26 * IO Cr^ rv y
podemos proceder à determinação de mediante
^€)^ ~  —   --------------------
/ * £  . 
v
_ ^ b . # (iu-3 -i4)
o que resulta
£ 6l5 Õl5t crm Cl G ' 4 6  0 k^r\.
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o. G O S  K /Ol0Ç.W> y
Av = „ . 2 * ,õ6 ° ^  y
V
/In)
'■S^JOá * /O^ c/Vvi
cio;




“^ q  ^  S J J. <5*2 7 <>m £r *^5* 4á<P Jc.m .
Observamos assim que o param et ro ^  é o raio de uma es­
fera concêntrica, a Terra ou ao Sol o que evita^neste forma­
lismo a singularidade em r  = o
IV.3.2 0 PROBLEMA RELATIVÍSTICO DE KEPLER E 0 DESVIO DO
PERIHÉLIO DE MERCÚRIO
Usâremos o resultado de Papapetrou, (II/.2 .2) para estu­
dar o movimento de uma partícula-teste , em um campo gravita- 
cional, o que corresponde ao movimento planetário no campo
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gravitaciona 1 ao Sol. Este problema e analogo ao problema 
clássico de Kepler, do movimento planetário com um campo de 
força proporcional ao inverso do quadrado da distancia.
Como um marco na investigação do problema relativísti- 
co, lembremos alguns dos muitos fatos do problema clássico. A 
primeira lei de Kepler estabelece que um planeta descreve uma 
orbita elíptica fechada, onde o Sol esta em um dos pontos fo­
cais. Entretanto (mais realisticamente) , a presença de peque-
• A ,
nas influencias, como outros planetas movendo-se no campo do 
Sol, causa uma perturbação no movimento de um dado planeta e 
a orbita resultante não e precisamente elíptica. 3a podemos 
determinar a orbita real como uma elipse, que precessa no pla­
no do movimento; isto é , o perihélio (ponto de maior aproxi-
maçao do Sol) desvia-se e nem sempre ocorre na mesma posição
an gular.
D fato que as orbitas clássicas idealizadas sao elipses 
fechadas é um resultado peculiar à lei Neutoniana, do inverso
do quadradoj de fato, o próprio Newton verificou que, se a
força gravitacionai fosse proporcional a l | r ^ ^ ^  em vez de 
l| r 3' , então uma órbita planetária nan seria fechada, e o
desvio do perihálio, da ordem de ^ deveria ocorrer. Já, este 
resultado foi tomado para indicar que, as órbitas planetárias 
sao aproximadamente fechadas.
Perguntamos agora que diferenças seriam esperadas entre 
as predições da Mecanica Celeste Clássica e a Mecanica Celes­
te Relativista. Desde que a primeira lei de Kepler e verifica­
da experimentalmente com grande precisão, devemos esperar que, 
a Teoria Relativistica apenas adicione poucas correçoes as
órbitas aproximadamente elípticas, e contribua para o estudo 
do movimento do perihálio. Como ângulos sao medidos com maior
precisão em Astronomia do que distancias, e natural concentrar 
nossa atençao sobre o deslocamente do perihélio.
Devido a grande velocidade de Mercúrio e da excentricida- 
dade de sua órbita, a posição de seu perihélio pode ser deter­
minada com boa precisão pela observação. A diferença entre o 
desvio do perihélio predito classicamente, devido à perturba­
ção por outros planetas, e o desvio observado é da ordem de 
43 segundos de arco por século.
A primeira tentativa para explicar esta discrepância 
constituiu na hipótese da existencia de um novo planeta, Vul­
cano, dentro da órbita de Mercúrio, e muitos trabalhos teóri­
cos foram feitos para predizer a posição de Vulcano, usando a 
perturbação conhecida da órbita de Mercúrio. Entretanto, ob­
servações cuidadosas falharam na descoberta do planeta hipoté­
tico, e essa hipótese foi finalmente abandonada em 1915, quan­
do Einstein usou a Teoria da Relatividade Geral para explicar 
o efeito observado. Agora investigaremos o problema Relativís- 
tico Geral de Kepler e, como uma aplicação,') estudaremos o
movimento do perihélio pl an etário.
0 movimento de um corpo em um campo gravitacional é uma 
linha geodésica quadri-dimensional.
Entao, para encohtrar a órbita de um planeta, necessitamos das 
equações de Euler-Lagrange, inseridas no problema variacional
<*> I cLS = o  (IV . 3 . 16)
BO
onde ciô e o elemento de linha
Bl
d s 4 _- _ ( I - ^lj drz , r2 (d0Ä + Av^e * r )  -r
( I U . 3 . 1 7 )
Podemos simplificar os cálculos considerando o proble-
9ma v a n a c i o n a l  equivalente
r
Aqui o ponto indica derivaçao em relação a s.
As tres equações de Euler-Lagrange , para 8 , f e £  , as­
sociadas a este problema variacional serao
2 r  6 )  =  — *2 r^Atsr* 9  cec G  f *  j ( I U . 3 . 1 9 )
2 r ^ A j L ^ Q  = O j  ( IU . 3 . 2 0 )
(iu.3.21)
Aqui não incluímos as equações de Euler-Lagrange para
r , pois á mais conveniente dividir a expressão ( I\J. 3 . 17) por 
dò* , para obtermos uma equação quadri-dimensional
1 = 0 -  zp-) ( i >■ ( è \ ^ e  r ) .
( I U . 3 . 2 2 )
Usando as quatro equações diferenciais anteriores para t , r , @ e  
como funções de s, á possível obter e resolver as equa­
ções de uma órbita planetária.
Em Mecanica Clássica a órbita de um corpo em um campo
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de força central situa-se em um plano. Podemos considerar que 
isto e valido tambem na presente teoria. Por uma orientação 
apropriada dos eixos fazemos Os? £ 0 * 0  , para um dado s i- 
nicial. Então, por (IV. 3.19) segue que, para todo s,
Q  ~ JL è (IV/.3.23)
desde que as condiçoes iniciais determinem uma solução única 
para (IV.3.19).
A substituição de 0 a  Tf/$, em (IV/.3.20) nos permite integrar a 
(IV. 3.20) de imediatol
T2 . ( I V . 3 . 2 4 )
A Equaçao (IV.3.21) quando integrada resulta
^ 1 ^ A ?  = C  = . ( I V . 3 . 2 5 )
Substituindo os resultados (IV.3.23), (IV.3 . 2 0  e (IV.3.25)em 
(IV.3.22) obtemos a seguinte equação diferencial para r(s)
J = (<- â a / V -  i_* . (i v .3.!6)
Como no problema clássico de Kepler, podemos considerar 
r como uma funçao de , em vez de s., Denotando a derivaçao 
com respeito a *P por um apóstrofo temos
r  =  ^  (IV. 3. 27)
e assim, por meio de (IV.3.24) e (I V .3 . 2 7 )/ resu11a que
r a f r '  s 4: r ’ • (IV.3.28)
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A equação diferencial para <“('f) é entao obtida de (IV. 3. 26):
- i (I V .3.29)
Seja agora
r  =  j ( IV . 3. 30)
24.
o que implica em
r' X. —  JsL . (IV.3.31)
2c*
Usando estas relações, podemos co nverter(I V .3 . 29) para uma e- 
quaçao diferencial para íc ('f) ,
( l - Í W ) ( / - C **?) = C  - (/- ^  V j 4  *.'**- ^  V {  f- 4,**)(/-£V J  , ( IV . 3 . 32 )
resultando que
+ n - i V M *  “
O U
a qual é imediatamente integrável, i.e.
2t - li,* + -Zrn K.3 j (IV. 3. 33)
M.
I f t ^ V W V  j TTVí.
/ “77   , + ic - uT->\  L 'A^ CZ-cVu«) -A* * J
Trata-se de uma solução exata para o problema, expressando o 
angulo *P como uma integral de ic^ijr e inversamente forne­
cendo *2-0 como uma função implícita de f .
'f - f O  / T T 5 — :---IT-:------    7, • (IV. 3. 34)
Infelizmente, embora a (IV.3.3A) seja uma solução com­
pleta para o nosso problema, sua forma não é particularmen­
te clara, pois 2c (f) é dado de forma implícita, e a forma clás­
sica apropriada da trajetória (uma elipse) nao á de todo evi­
dente em (IV . 3 . 3 A ) .
Entao, desenvolvendo em série o termo ( 1 - Á,*4TaÍ4 ) em
(IV.3.33), encontramos
fc'* = £  *r. LtJrSíl I y + I V 1« • • ■) + +■ n*’ + <3rn . (IV. 3. 35)
h  J 4
Levando em consideração somente termos de ordem igual 
ou inferior a 2* teremos
4 ?  4* 4,* 4*
f  — - U 4 -t £ r n X ? j
OU
n!4 s + tSmjt _ u**- . (IV. 3. 36)
4 a
Para tornar o problema mais transparente e estabelecer uma 
tonexao fechada com o problema clássico de Kepler (que envolve 
uma equaçao diferencial de segunda ordem), converteremos a e- 
quaçao de primeira ordem em uma equação de segunda ordem^ por 
derivação em relaçao a . Obtemos assim
•2 2cu u,1 - + <S m  xc* + â ***! hu # ( I V . 3 . 37 )
4>A ^
Uma solução possível e obtida se supuzermos que o fa­
tor comum lo seja nulo. Isto nos leva a
BA
IC = constante e r = constante / (IV.3.38)
o que representa o movimento circular.
Outra solução possível e mais interessante, resulta do
cancelamento do fator comum u! de (IV. 3. 37), supondo que es­
te seja diferente de zero, o que resulta
4 u "  = ê m -  t  .  4 < W
^  /
O U
» 2ZL +  . (IV. 3. 39)
Analisemos agora a constante C dada em (IV.3.25).
Como
i. a = <=£* (f ( I V . 3 . 4 0 )
c ta  d f  J
e ainda, por (IV.3.24) temos
j . á
*  - p '
então concluímos que
( i v _3 _41)
e
( /- £, «* .)*<'- €**■*)
< C * U  ( /- ^m-íc ♦ i m V ;  <7- a  ***>♦ /
- 3 m ^ V ° ^ A a - 4 ™  + . (iu.3.42 )
Levando este resultado em (IV.3.39) observamos que seu último 
termo será
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b m u ?  -+ k m *  u? ~ k?x + 8 m  t HuJX — f rrrx< v u ,d +
+ ^ V 5- h m  € S2C6 + U m  {'u'*) t \
o que é muito pequeno, pois estamos considerando aproximação 
até a ordem de r ** , no máximo.
Portanto a equação (IV.3.39) reduz-se à equação (6.07)
17
de A.B.5. , que e
lu" * U  = + .
Esta última leva ao mesmo resultado previsto pela Teoria da 
Relatividade Geral*. D avanço do perihélio de Mercúrio é da 
ordem de 42,6" por século.
IV. 3.3 TRAJETÓRIA DE UM RAIO DE LUZ17
Nesta seçao trataremos de um segundo caso interessante 
de movimento no campo gravitacionai do Sol: a trajetória de
um raio de luz. Este é um problema interessante porque, assim 
como o 1 red shift1 , as predições estão sujeitas a testes de 
ob servação.
Para tratar deste problema necessitamos fazer duas supo­
sições a respeito da propagação de raios luminosos em um espa­
ço- tempo curvo:
1) assumimos que a trajetória de um raio de luz é uma linha 
geodésica, em um espaço-tempo quadri-dimensiona 1;
2) em Relatividade Especial o caminho de um raio luminoso(que 
esté sobre o cone de luz) é caracterizado, no espaço-tempo , 
por seu elemento de linha nu 1 o , o.
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Admitiremos que isto tambem e valido em Relatividade Geral. 
Assim, em resumo, as trajetórias de raios luminosos são linhas 
geodésicas nulas.
Quando discutimos geodésicas nulas devemos observar que 
o parametro S , da curva, nao pode mais ser usado como parâme­
tro de derivaçao, pois agora cíô-o.
Voltando ao conceito geral de deslocamento paralelo, pergunta­
mos que vetor nulo d x */ terá deslocamento paralelo em ter­
mos de um parametro arbitrário , de acordo com a lei geral.
sL. ( \ +  p*4 * 3/  _ 0  . (IV.3.43)
dy, \ a<j. J P *  duy, ay.
Pela teoria geral este vetor preservará seu comprimento, i.e, 
permanecerá um vetor nulo. É fácil ver que as equações dife­
renciais acima, para geodésicas nulas, sao equivalentes ao
problema variacional.
(IV.3.AA)
0 parametro pertence a família de parâmetros distintos dis­
cutidos na seçao 2.3 de A . B . S . ^ .  Lembremos que todos os parâ­
metros desta família estão relacionados linearmente. No caso 
da métrica considerada encontramos as equações do movimento 
para tf e t :
a  constante, (IV.3.45)
r l *t ‘ ~= <C - constante.
Aqui os pontos denotam derivação com relação a , e
BB
assumimos que Q = TtJ%, . 3á a equaçao para dtâ*" é agora
0 =  ( I V . 3 . « >
Assim, fazendo a substituição




r' = - —  , (IV.3.48)
Zc*
e obtemos de (IV.3.46)
0 •= C * -  C »- f V  ( '--6 (IV. 3. 49)
Derivando esta última em relaçao a f resulta
0 = L ^ V u *  (/-/-VO +
+  U u s^ 4 - ff™ ■u .é,í 4 £* ici ('-€vu ‘#)J . (IV. 3. 50)
Como -A# O e descartando a solução trivial, at= constante , 
finalmente chegamos à equaçao para uma trajetória de um raio 
luminoso
u" IL ~ 3  Xa -t •2 ^ Vfct'â —  +  uS—  _  . ( I v . 3 . 5 1)
O -<.****')
Desenvolvendo em série o termo (1 - C^ic* )  ^ teremos
i S  (-0 /*4 (-*****/♦••• =
- 4ate a ordem de r
Substituindo este resultado em (IV.3.51) e eliminando os ter-
mos de ordens superiores temos
W u .  = à m  n l tt 4 t -2 n‘^ Vj í V ,  ... ) y
e finalmente
zC' + U- ~ d m í c A ( IV . 3 .
Esta é a equaçao obtida pela Teoria da Relatividade 
ral, a qual permite determinar o desvio da trajetória de 
raio luminoso, no campo gravitacional do Sol. Tal desvio é 
ordem de 1 ,75".
C O N C L U S Ã O
O uso de uma métrica não simétrica, nos leva a coefici­
entes de conexão também assimétricos, e somos entao levados a 
uma teoria gravitacional que necessariamente possue torção.
0 problema da singularidade em r = 0 parece ter sido 
contornado, uma vez que existe agora um limite mínimo para r.
Quanto à região interna ao caroço de raio A  , nada pode­
mos afirmar, uma vez que devemos nesta região formular outra 
teoria com novos aspectos geométricos, para entao estudar as 
equações de campo.
A única correção, aos testes fundamentais da Relativida­
de Geral, que possue relevancia, refere-se ao caso do 1 Red
Shift1 . A ordem de grandeza dos termos de correção nos demais 
testes é muito pequena.
A P Ê N D I C E  A
D operador á , de coderivaçao exterior é tal que
onde F é uma p -forma
No caso que estamos considerando
jp = 3, pois d*F é uma 3- forma, 
n  = ^ , dimensão do espaço y
e s = ± 2 como foi exigido no início do Capítulo I
a) para s= + 2
^ F s Cr -^) -it á. H P' s -H F
b) para s= -2
6 F « C-l) Z * d # F  3
A P Ê N D I C E  B
Temos que
4 r
Desenvolvendo em série e separando os termos da se­
guinte forma
í 1 — ( _ o2 £ç> \
L q _  L  ~  ^ ^  e® e£  /J d
v "  [ • -  ( 4 ^ -  ;
encontramos
=  h  +  ( -  JeL _ ^  i / ^  ) V  l









f <_ / M ® J e  ü f e w  £ ( * ® J ê . - J sl - Í2e)^...l- 1
L l Ès  / -i \ R.5 fL J j
!©. -j. '% £ ©
c>s ~ z ~ z  ~" ÁI * R- & s ^  &  & * s  6* ~ a*&
- J^k _ n*  _ M e  t é  _ ^  _ /jtt e£ ^
i ^  ^  - 7 ^ (* -*)+...
Porém, considerando que , ficamos com
^  = - ee -íti* -eeê**- 4/%,«*- S) +
+ — ^ —  ( Hf> - «® - A) •*■
^j)C^+ k)
j. M©  £© ( 5  c 5 s D <t , „  j , *
■ + |  A5 - - -a- ^  - ó ^ A * -  &  R ^ h 5 -
J§2L - . & A J
. U í . O 1 U  *® ~ ®e - k )
Assim encontramos
=  + á J ^  + A i L í i  + £ £ )  ( %  ^ y*.
* ^ ^  % 4 #  ' '
r0 . ( J2&- + nijL '\ ( o<*>**> - ( ^ - +
+ +  j 3» ,^ A f » 4 > V  «.
V 2 « e  ®  V  ■ 4»
+  S  3 s  <b A* ^ •&>* A5 _ M q  i £  _  5 % < í d A  _
2 A^ gf *2 i^gj
j ( &£> + ^ )
Voltando ao desenvolvimento em série de potências dos termos 
em e eliminando termos de ordens maiores obtemos
Ai - - + s tf 4  _ <o tf _ m h -  + ns s  _
v “ t f  4  t f  t f  t f
_ +  M g A* _  t f  + t f  <■ t f >>*
t f  4  ■*<£ t f  ~ t f
finalmente
àx -  JsL (&L - ãlL ) + *SL ( ±L? -  A )
t i  t i  *  1 t i  %  /
-  J3ÍL / X + A  Ai
/
o que nos dá para ^  a equação (IV.3.14).
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